
1. 序　　論

斜交波が伝播する波浪場において，波の斜め相互作用

に起因してマッハステムが形成されると，周辺の波浪状

況と比較して大きな振幅の波が出現し，航行中の船舶に

危険がもたらされる可能性がある．一方，海岸護岸や防

波堤に波が斜め入射し，構造物沿いに伝播する大きな振

幅のマッハステムが形成されると，砕波や越波が生じ，更

に，流れ場へも影響が及ぶ場合がある（目見田，2006）．

こうしたマッハステムの波高は，KdV理論に基づくMiles

（1977）の理論によると，波の入射角が臨界角に達した場

合，図-1に示すように，波高増幅率が約4倍となる．また，

Tanaka（1993）は，数値解析に基づき，波の非線形性が

強い場合には，波高増幅率が4倍に達しないと結論付けて

いる．

ところで，マッハステムは，十分な時間の経過後，入

射波の波高水深比と入射角に依存した最大波高を有する

定常な状態に達する．しかしながら，この定常な状態に

至るまでのマッハステムの発達過程に関しては，定量的

な評価があまりなされていないのが現状である．そこで，

本研究では，非線形波動方程式系（柿沼, 2001）に基づ

く数値解析を行ない，様々な入射波条件に対するマッハ

ステムの形成過程をシミュレートする．更に，マッハス

テムが，異なる波向きの波と重合する場合や，鉛直壁に

衝突する場合の挙動に関しても調べる．

2. 非線形波動方程式系

非粘性・非圧縮性流体の非回転運動を対象とする．速

度ポテンシャルをφ（x,z,t）=Σ N－1
α = 0 fα（x,t）・zα のようにN

個のべき関数の重み付き級数に展開する．変分原理（柿

沼，2001）を適用し，大気圧を無視すると，次式に示す

非線形波動方程式系が得られる（柿沼ら，2011）．

…（1）

…（2）

ここで，添え字αに関して積の総和規約を採用している．
η（x,t）及び b（x）は，それぞれ，水面変動及び底面位置で

ある．また，∇ =（∂ /∂ x, ∂ /∂ y）は，水平方向の微分演算子

であり，重力加速度 gは，9.8 m/s2とする．

代表的な波長，波高及び水深を，それぞれ，λ，a及びh

として，諸量を次式のように無次元化する．
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図-1 Miles（1977）の理論を用いて得られる入射波の入射角と
波高増幅率との関係（ここで，εは，入射波の波高水深比
である．）



…………………………………………………（3）

式（3）を式（1）及び式（2）に代入して次式を得る．

…………………………………………………（4）

…（5）

ここで，ε = a/h及び σ = h/λ は，それぞれ，波高水深比及
び水深波長比の代表値である．

本論文の数値解析では，平面2次元波動場を対象とし，

無次元量に関する式（4）及び式（5）を基礎方程式とし

て，これらをNakayama・Kakinuma（2010）に類似した差

分法を用いて解く．ここで，計算対象領域の周辺は，完

全反射の鉛直壁とする．また，簡単のために，壁面及び

底面における摩擦を無視する．初期状態において，速度

ポテンシャルの重み係数 fα*（x*, 0）をすべて 0，すなわ

ち，初期流速を0とする．なお，速度ポテンシャルの展開項

数を波の分散性が考慮される最低次数であるN = 2とする．

3. 鉛直壁に斜め入射する波の数値解析

（1）マッハステム形成過程に対する入射波の波高水深

比及び水深波長比の影響

鉛直壁に斜め入射して生成されるマッハステム形成過

程に対する，入射波の波高水深比及び水深波長比の影響

を調べる．図-2（a）に，一様水深である計算対象領域及

び初期水位分布を示す．鉛直壁をx = y tan θ 上に配置し，
x≧y tanθ を計算対象領域とする．初期水面のy tan θ≦
x≦y tan θ＋0.5 λ 0 /cosθ の領域に，η（x ,y）= a0 {1+cos [2π（x-

y tan θ）cosθ/λ0]} を与える．ここで，a0及びλ 0は，それぞれ，

表面波の波高及び波長である．弱非線形性及び弱分散性

の波動場を対象とし，θ = 15°，または，30°の場合にお

いて，初期水面形の波高水深比と水深波長比の初期値を

それぞれε 0 = a0/h = 0.05，0.1及び0.2，そして，σ 0 = h/λ0 =

0.05，0.025及び0.0125とする．また，計算格子間隔及び

計算時間間隔は，Cを線形浅水波の波速として，∆ x/λ 0 =

∆ y/λ 0 = 0.025 及び C∆t /∆ x = 0.031 とする．

図-3（a），（b）及び（c）に，時刻 tC/λ 0=1.64，または，

3.29における水位分布を示す．ここで，θ = 30°，ε0 = 0.05，

または，0.2，σ 0 = 0.025である．ε 0 = 0.2の場合，y/λ 0 = 0

に位置する鉛直壁の法線方向に伸びるマッハステムが，伝

播に伴い発達している．他方，ε 0 = 0.05の場合，マッハ

ステムが形成されない通常反射が生じており，このこと

は，図-1に示す同条件に対する理論解と一致している．

図-4に，y/λ 0 = 0に位置する鉛直壁における最大水位η max

の無次元量η max/η 0,maxの時間変化を示す．ここで，η 0,max

は，図-2（a）のx = y tan θ 上の鉛直壁が配置されていない
計算対象領域における0≦x≦0.5λ 0の領域に，η（x,y）=
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図-2 計算対象領域及び初期水位分布（（b）は，（a）の各辺の長さ
を2倍した，より広い領域である．）

図-3 各時刻における水位分布（θ = 30°，ε 0 = 0.05，または，
0.2，σ 0 = 0.025）



a0{1+ cos（2π x/λ 0）}なる初期水面形を与えた場合の，各時

刻における最大水位であり，図-5に示された値である．す

なわち，η 0,maxは，波が斜め相互作用を受けることなく1

次元伝播した場合の最大水位である．本計算条件では，浅

水変形により非定常な波が伝播するため，入射波の初期

波高a0を用いて算出した波高増幅率は，浅水変形の影響

も受けた値であり，このままでは，理論解と比較できな

い．そこで，本論文では，波高増幅率の基準値を各時刻

におけるη 0,maxとする．なお，本論文に示す図中の値は，

時間方向に単純移動平均を用いて平滑化した値であり，平

滑化に伴う誤差の平均値は，1 %未満である．θ = 15°であ

る図-4（a）において，ε 0 = 0.2，そして，σ 0 = 0.025及び

0.0125 の場合，マッハステムの波高増幅率は，tC/λ 0 ≧

2.5の時刻において，1.8～2.0 程度の値に漸近するような

曲線を描いている．すなわち，計算時間内にほぼ定常状

態に達しており，波高増幅率は，Miles（1977）の理論解

と同程度の1.8となっている．一方，ε 0 = 0.2及びσ 0 = 0.05

の場合，マッハステムは，時刻 tC/λ 0 = 3.5においても発

達過程にあり，更に伝播を継続すると，Miles（1977）の

理論解を上回わる波高増幅率を示すことが推測される．ま

た，ε 0 = 0.05及び 0.1の場合，対象とした計算時間は，定

常状態に達するまでの過渡期にあたり，マッハステムが

十分に発達していない．図-4（a）及び（b）によると，入

射波の波高水深比が大きく，水深波長比が小さいほど，無

次元時間に対する波高増幅速度が大きい．

次に，マッハステムの発達に対する波の伝播距離の影

響を調べるために，図-2（b）に示すような，より広い領

域も対象とする．この領域は，図-2（a）の各辺の長さを

2倍したものである．初期水面には，図-2（a）の場合と同

じ水面形を与えることとする．

図-6に，θ = 15°，または，30°で，ε0 = 0.05，0.1，または，

0.2，そして，σ 0 = 0.025の場合の，y/λ 0 = 0に位置する鉛

直壁における最大水位の無次元量η max/η 0,maxの時間変化を

示す．図-6には，図-4の同条件の結果も含まれている．な

お，y/λ 0 = 10の境界から中山ら（2011）のようにエネル

ギーを供給して，入射波の波峰端部における減衰を防い

だ数値解析も行なったが，マッハステムの形成過程に関

しては，図-6との差が見られなかった．

図-6のη max/η 0,maxが示す最大値は，図-2（a）のx/λ 0= 5，ま

たは，図-2（b）のx/λ 0=10 に位置する鉛直壁にマッハス

テムが衝突したときに現れた値である．本計算条件では，

計算開始後の早期において比較的大きな波高増幅速度が

現れ，その後，次第に波高増幅速度が緩やかになる．θ =

30°及びε0 = 0.05の場合の波高増幅率は，対象時間内で定

常な状態に達しており，その値は，2.2である．ただし，

この場合の反射形態は，通常反射である．θ = 30°及び

ε0 = 0.2の場合，tC/λ 0= 3及び 7における波高増幅率は，

それぞれ，η max/η 0,max= 2.9及び3.3である．この場合，波

の斜め相互作用が開始した後の比較的早い時刻において，

波高増幅率が2を大きく上回わる波高を有する状態に至っ

ている．また，tC/λ 0 = 7.6におけるη max/η 0,maxは，約8.2

と大きな値を示しており，波高水深比に換算すると約1.64

である．これは，比較的大きな等しい振幅（η max/η 0,max =

3.3）を有する二つのマッハステムの衝突現象に相当し，非

線形性が顕著に現れている．この大振幅の波が砕波に至
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図-4 図-2（a）のy/λ 0 = 0に位置する鉛直壁における最大水位
η maxの無次元量η max/η 0,maxの時間変化

図-6 図-2（a），または，（b）のy/λ 0 = 0に位置する鉛直壁に
おける最大水位η maxの無次元量η max/η 0,maxの時間変化

図-5 図-2（a）のx = y tan θ上に鉛直壁がない計算対象領域を
各入射波が1次元伝播する場合の最大水位の時間変化



っていないことを確かめるために，y/λ 0 = 0に位置する

鉛直壁における水面上の粒子の鉛直加速度 Dw/Dt及びx

軸方向の流速の絶対値の最大値uの時間変化を図-7に示す．

ここで，前者及び後者は，それぞれ，重力加速度g及び x

軸方向の線形浅水波の波速C/sinθを用いて無次元化して
いる．両者の最大値は，それぞれ，0.35 及び 0.6 であり，

1 よりも小さい．従って，N = 2と仮定した速度ポテンシャ

ルの近似の精度において，重複波及び進行波の砕波限界

に至ることなく，波の非線形作用に起因する大きな振幅

の波が出現していると言える．

（2）異なる波向きの波と重合するマッハステム

マッハステムが，異なる波向きの波と重合する場合の

挙動を，図-2（a）に示した計算対象領域を用いて調べる．

初期状態において，3.（1）で用いた波形を与え，更に，

4.5 λ 0≦x≦5.0 λ 0の領域に，η（x,y）= a0{1+cos（2π x/λ 0）}

なる初期水面形を与える．この場合の，y/λ 0 = 0 に位置

する鉛直壁における最大水位 η 'maxを表-1に示す．ここ

で，異なる波向きの波との重合がない図-4の最大水位 η max

との差の無次元量（η 'max –η max）/η 0,maxが記されている．な

お，最大水位η 'maxは，時刻 tC/λ 0 = 1.9～2.4において現

れた．表-1より，θ = 15°の場合，発達過程のマッハステ

ムと，異なる波向きの波との重合は，ほぼ両者の線形重

ね合わせとなっている．しかしながら，θ = 30°及び ε0 =

0.2の場合，両者の重合において，比較的大きな非線形性

が現れ，局所的に大きな振幅の波が出現している．

4. 湾奥に近いほど湾幅が狭い湾に入射する波の挙動

（1）計算格子に対して斜めに設置された境界における

境界条件

図-8（a）に示すような，湾奥に近いほど湾幅が狭い，

平面的に台形状を有する一様静水深の湾に波が入射する

場合を対象とし，側壁における波の斜め相互作用が湾奥

における波高増幅率に及ぼす影響を調べる．ここで注意

すべきは，図-8（a）のAB上に位置する鉛直壁が計算格子

に対して斜めに設置されている点である．本モデルのよ

うに矩形格子を用いる場合，斜めに設置された壁の位置

が格子点からずれる際には，境界条件を精度よく考慮す

るために，境界処理を工夫する必要がある．中山ら（2011）

は，内部波のマッハステムを対象とした数値解析におい

て，鉛直壁近くの格子点における流速の，鉛直壁の法線

方向成分を0とした．ここでは，この手法を参考にして，

鉛直壁の位置における流速の，鉛直壁の法線方向成分を0

とする次のような手法を提案する．すなわち，図-8（b）

に示す壁内部の仮想点（i, j-1）における水面変動及び速

度ポテンシャルを鉛直壁に関してこの点と線対称にある

水域内の点Eにおける各値と等しくする．その際に，点E

におけるこれらの値FEは，水域内の格子点上の値Fi,j，

Fi,j +1及びFi-1,jを用いて，次式の1次式により近似する．

…（6）

ここで，i 及び j は，それぞれ，x 軸方向及び y 軸方向の格

子点番号であり，Fは，水面変動，または，速度ポテンシ

ャルである．また，∆ x1及び ∆ y1は，点（i, j）から点Eま

で進む水平距離の，それぞれ，正負の符号を考えたx軸及

び y 軸方向成分である．式（4）及び式（5）の両者を解

く際に，格子に対して斜めに設置された鉛直壁における

側方境界条件として，式（6）を適用する．

（2）湾奥に近いほど湾幅が狭い湾に入射する波の解析

図-8（a）に計算対象領域を示す．直線AB及びBC上の

鉛直壁が，それぞれ，湾の側面及び湾奥であり，直線CD

上に鉛直壁がある．すなわち，湾口幅及び湾奥幅が，そ

れぞれ，2Liλ 0及び 2.5λ 0である平面的に台形状の湾を対
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図-7 図-2（b）のy/λ 0 = 0に位置する鉛直壁における水面粒子
の鉛直加速度Dw/Dt及び x 軸方向の流速の絶対値の最大
値 u の時間変化（θ = 30°，ε 0 = 0.2，σ 0 = 0.025）
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表-1 図-2（a）のy/λ 0 = 0に位置する鉛直壁において異なる波向
きの波と重合するマッハステムの最大水位のこうした重
合がない場合との差の無次元量（η 'max–η max）/η 0,max

図-8 湾奥に近いほど湾幅が狭い湾を対象とする場合の計算
対象領域（左図（a））と壁面近傍の計算格子（右図（b））



象とする．ここで，Liは，無次元量である．0≦x≦0.5λ 0

の領域に η（x,y）= a0 {1+cos（2π x/λ 0）} なる初期水面形を与

え，ε 0= 0.05，0.1；σ 0= 0.025；θ = 15°，30°；Li = 3.75，

8.75 として，入射波の波高水深比や，湾の形状が，湾奥

における波の波高増幅率に及ぼす影響を調べる．

図-9に，時刻 tC/λ 0 = 7.0，または，8.6における水位分

布を示す．ここで，ε 0，σ 0，θ及びLiは，それぞれ，0.1，

0.025，15°及び 3.75 である．式（6）の境界条件を用い

て，格子に斜めに設置された鉛直壁の法線方向に伸びる

マッハステムが，図-3の結果と同様に算出されている．

図-10に，図-8（a）のAB上に位置する鉛直壁における

最大水位η maxの無次元量の時間変化を示す．η max/η 0,maxの

最大値，すなわち，図-10の各グラフの最大値は，図-8（a）

の点Bに波が到達した時刻に現れており，この最大値を湾

奥における波高増幅率と定義する．なお，ここでは，湾

水振動を考慮しない．Li = 3.75及びε 0 = 0.05の場合，θ =

30°のときよりもθ = 15°のときの方が，波が，BCに位置

する鉛直壁に，垂直に近い角度で衝突するため，湾奥に

おける波高増幅率が大きい．また，Li = 3.75及びε 0 = 0.1の

場合も同様に，θ = 15°のときの方が，波高増幅率が大

きい．ただし，このε 0= 0.1の場合，湾奥に到達する波の

波高は，θ = 15°のときよりもθ = 30°のときの方が大き

いため，両者の差は，ε 0 = 0.05の場合より小さい．

θ = 30°のとき，湾口幅が異なるLi = 3.75の湾とLi = 8.75

の湾に対する結果を比較すると，湾奥における波高増幅率

は，ε0 = 0.05の場合に等しくなっている．これは，AB上

に位置する鉛直壁に沿って伝播する波の波高が，定常な状

態に達しているためである．しかしながら，ε0 = 0.1の場

合には，湾奥における波高増幅率は，Li = 8.75の湾の方

が大きい．これは，Li = 3.75の湾よりもマッハステムが

長距離を伝播して発達し，波高が大きくなるためである．

このように，湾の側面沿いに伝播する波が，非線形性

により次第に発達する場合，その発達率が，湾奥におけ

る波高増幅率に影響を与える．

5. 結　　論

平面2次元波動場を対象とし，マッハステム形成過程の

数値解析を行なった．まず，鉛直壁に斜め入射する波の

数値解析により，入射波の波高水深比が大きく，水深波

長比が小さいほど，無次元時間に対する波高増幅速度が

大きくなる傾向にあることがわかった．また，波高が大

きく成長したマッハステムが，鉛直壁に対して垂直に衝

突した場合，重複波性の砕波限界に至ることなく非常に

大きな波高を有する波が出現する可能性のあることが確

かめられ，対象とした条件では，このような波の波高増

幅率が約8.2となった．更に，計算格子に対して斜めに置

かれた境界における境界条件を導入する手法を提案し，湾

奥に近いほど湾幅が狭い湾に波が入射した場合の数値解

析を行なった．その結果，湾の側面沿いに伝播する波が，

非線形性により発達する場合，その発達率に応じて，湾

奥における波高増幅率が変化することがわかった．

本研究では，波の非線形性が比較的弱い条件に対する

マッハステムを対象とした．今後は，数値解析結果のみ

ならず，実験結果や理論解も考慮して，波の非線形性が

より強い条件に対するマッハステムの形成過程を調べて

いきたい．
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図-9 図-8（a）の領域における各時刻の水位分布（Li = 3.75,
θ = 15°，ε 0 = 0.1，σ 0 = 0.025）

図-10 図-8（a）の直線AB 上に位置する鉛直壁における最大
水位の無次元量 η max/η 0,maxの時間変化


